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Fundamentos de diseno digital
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S ugrpmsen,
Introduccion
]

> Sistema digital: sistema en el que se genera,
almacena, procesa y/o transmite informacion
representada por sefiales digitales.

» Sefal digital: sefal limitada a tomar valores discretos
determinados.

» Bit: cantidad minima de informacion (0/1).
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Introduccidon
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®En atn

Introduccion

0O 1 2 3 4 5 6 7
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Introduccidon
]

» La mayoria de sefiales fisicas corresponden al dominio analégico.

» A medida que aumentan las prestaciones de los sistemas digitales,
el procesamiento digital de sefiales va ganando terreno al
procesamiento analégico.

> Los sistemas digitales de procesamiento:

v han de captar la informacion del mundo real a partir de sefiales
analégicas

v en muchas ocasiones, han de transformar su salida al dominio
analogico para interactuar con el exterior

» Son necesarios circuitos que proporcionen una interfaz adecuada
entre los mundos analdgico y digital.
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Muestreo y retencion

» Para la conversion de una sefal analdgica a un valor digital, el
paso previo es el muestreo de dicha sefial:

v el valor analdgico de la sefial ha de almacenarse (muestreo)

v el valor de la muestra ha de permanecer constante (retencion)
durante el tiempo necesario para realizar la conversion

v este proceso se repite periédica y continuamente

%
r

Los circuitos que realizan esta labor reciben el nombre de circuitos
de sample-and-hold (S/H).

> El teorema del muestreo establece que la frecuencia de

muestreo ha de ser, al menos, el doble de la maxima componente
en frecuencia de la sefal a muestrear.

Electrénica Digital — Fundamentos de disefio digital

A
i

Muestreo y retencion

» Los circuitos que realizan esta labor reciben el nombre de circuitos
de sample-and-hold (S/H).

'
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&y o,
Cuantificacion y error

» Una de las principales diferencias entre el mundo analégico y el
digital es la diferente precision:

v una sefial analdgica puede tomar cualquier valor entre los limites
maximo y minimo de su rango dindmico

v por el contrario, una sefial digital (o informacion representada en
formato digital) esta limitada a un namero finito de valores

» Tras el muestreo y la retencion, se realiza la cuantificacion,

proceso en el que la muestra analdgica se hace corresponder con
un valor digital.

» La diferencia de precision entre lo analdgico y lo digital se traduce
en que el proceso de cuantificacion introduce un error.
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Cuantificacion y error
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S ugrpmsen,
Cuantificacion y error
< ]

» Esta precision limitada también se refleja en la conversion digital-
analogica.

Después de filtrar

Salidadel DAC

N
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Algebra de Boole
e

> Estructura matematica definida a partir de:

v conjunto de elementos B

O en B existe una relacion de equivalencia (=) para la que se
verifica el principio de sustitucion

v operadores
O binarios (se aplican a dos elementos de B)

O para los que B es cerrado (se obtiene otro elemento de B)

v postulados de Huntington
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S agrpmme.
Algebra de Boole
e

» Estructura mateméatica definida a partir de:

v postulados de Huntington

O leyes de composicion interna (OR, AND)

X+y e B

v X, B
v < {x-ye B

O elementos neutros

30eB|VxeB x+0=0+x=X
J31eB | VXxeB xl=1x=X
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Algebra de Boole
e

» Estructura mateméatica definida a partir de:
v postulados de Huntington
o conmutatividad de las leyes de composicién interna
X+y=y+X

VXyeB {
Xy =YX
o distributividad de las leyes de composicion interna

X+ (y-2) = (X+y)(X+2)

VXYVY,z2eB {
x(y+2) = (xy) +(x2)
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S agrpmme.
Algebra de Boole
e

» Estructura mateméatica definida a partir de:

v postulados de Huntington

O elemento opuesto

VxeB 3 ;(eB| thzl
xx=0

O namero de elementos

Ix,yeB|xzy
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Algebra de Boole
e

> Algebra de Boole de dos elementos B,
v B={0, 1}

v operadores

AND | O | 1 OR| O 1 NOT
0 o o0 0 0 1 0 1
1 0|1 1 1 1 1 0

T T P
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S agrpmme.
Algebra de Boole
e

» Teoremas del algebra de Boole

v Teorema 1: el elemento neutro para la suma (0) es Unico; el
elemento neutro para el producto (1) es Unico.
v Teorema 2: V xeB x+1=1, x-0=0

v Teorema 3: los elementos 0 y 1 son distintos y cada uno de
ellos es el complemento del otro.

v Teorema 4: V xeB x+x=X, X:X=X
v Teorema 5: el complemento de cada elemento es Unico.

v Teorema 6: el complemento del complemento de cada
elemento es el propio elemento.
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Algebra de Boole
e

» Teoremas del algebra de Boole

v Teorema 7: V X,yeB x+x-y=xX, X-(X+y)=x

v Teorema 8: V x,y,ze B x+[(x'y)-Z]=X, X-[(x+y)+Z]=x

v Teorema 9: las leyes de composicion interna son asociativas:
V XY,zeB x+(y+2)=(x+y)+2, X-(y-2)=(X-y)-Z

v Teorema 10: V x,yeB x+X-y=x+y, X-(X+y)=x-y

v Teorema 11:V xyeB @Y-y_,x—-yfwy

<

Teorema 11: leyes de De Morgan.
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®En atn

Sumario

> Sintesis y minimizacion de funciones légicas
v Funciones y circuitos de conmutacién
v Mintermsy maxterms: adyacencias
v Mapas de Karnaugh

v Minimizacion
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Circuitos de conmutacion
]

» Circuito de conmutacion (digital): cualquier
sistema mecanico, eléctrico, etc., con entradas y
salidas digitales (binarias).

1—> —> 7, 0 0 1 0 1
.z, o 1|0 1 1
1 0 0 O 0

Xo & — >z,
1 1 1 0 1
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Circuitos de conmutacion

» Circuito de conmutacion (digital): cualquier
sistema mecanico, eléctrico, etc., con entradas y
salidas digitales (binarias).

X %
™= e X X | 4 2L Z3
0 0 1 0 1
-—Dﬂa o 10 1 1
— z, 1 0|0 o0 o0
1 1 1 0 1
— Z4
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Circuitos de conmutacion
]

> Variables de conmutacion: entradas y salidas
individuales de un circuito de conmutacion.

» Simbolo de entrada (salida): n (/m)-tupla ordenada
sobre el conjunto de variables de entrada (salida).

» Todos los simbolos de entrada (salida) forman el
alfabeto de entrada (salida).

> En los sistemas digitales, tanto los alfabetos de

entrada y salida son finitos (diferencia fundamental
con los sistemas analdgicos).
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S ugrpmsen,
Funciones de conmutacion
]

> Matematicamente, un circuito de conmutacion
establece una aplicacion entre el alfabeto de entrada y
el alfabeto de salida.

> Funcibn de conmutacién: aplicacion entre el
conjunto producto cartesiano {0,1}” y el conjunto

{0,1}.

» Funciones de conmutacion de una variable:
HM=0  f()=x  HLX=x  HK=1
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Funciones de conmutacion
]

> Funciones de conmutacién de dos variables:

v Funcién nula y funcién unidad:
fo(xy)=0 fis(xy)=1
v Funciones de transferencia y de complementacion:
faxy)=x  fxy)=y  fLxy)=x i)=Y
v Funciones con la operacion AND:

f,(y)=xy f,(X,y)=xy f,(y)=xy fg(X,Y) =Xy =x+y
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12



S ugrpmsen,
Funciones de conmutacion
]

> Funciones de conmutacién de dos variables:

v Funciones con la operacion OR:
HOW=xty )=y W)=Y )=y =y
v Funcién Exclusive-OR (EXOR):
fe(xy)=Xy+xy=x®y
v Funcién Exclusive-NOR (EXNOR)

fo(X,y)=xy+Xy=x0y
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Funciones de conmutacion
AND OR NOT

NAND NOR
EXOR EXNOR
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S ugrpmsen,
Funciones de conmutacion
]

» Dada una funcibn de conmutacion cualquiera es
inmediato obtener un circuito que la sintetice:

f(x,y,2)=x(y+ 2)+xy(x+2)

o
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Funciones de conmutacion
]

> Aplicando los teoremas y postulados del algebra de
Boole:

f(x,y,2)=xy+xz
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S ugrpmsen,
Funciones de conmutacion
]

> Finalmente:

fxy.2=x(y+2)

o~ —
. . f
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Mintermsy maxterms
o]

> Término producto: variables de conmutacion
conectadas por el operador AND: xxyz

> Término suma: variables de conmutacion conectadas
por el operador OR: x+y+z

» Término normal: término producto o suma en el que
no aparece dos veces la misma variable (en cualquiera
de sus formas)

XXyZ (no normal) XyZ (normal)
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S ugrpmsen,
Mintermsy maxterms
< ]

> Dado un conjunto de variables x;,...,X,
v Minterm (término minimo o producto candnico):
cualquier término producto normal en el que aparecen todas
las variables x;,..., x,

v Como funcién de conmutacion de n variables, cada minterm
asigna el valor 1 a uno y s6lo uno de los simbolos del alfabeto

de entrada
X y | xy
0 o01lo
0o 110
1 01
1 110
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Mintermsy maxterms
o]

> Dado un conjunto de variables x,,...,X,

v Maxterm (término maximo o suma canoénica): cualquier
término suma normal en el que aparecen todas las variables
DSTI

v Como funcién de conmutacion de n variables, cada maxterm
asigna el valor 0 a uno y s6lo uno de los simbolos del alfabeto
de entrada

X Xty

y
0 0
0 1
1 0
1

1
1
0
1 1
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S ugrpmsen,
Mintermsy maxterms
< ]

> Dado un conjunto n de variables Xx,...x, existen 2"
mintermsy 2" maxterms posibles

v Representacion vectorial para los Xyz | Minterms | Maxterms
minterms. 0 para la variable 000 Xyz xty+z
complementada y 1 para la 001 Xyz X+y+7
variable sin complementar 010 Xyz X+y+Z

011 Xyz X+y+7

v Representacion vectorial para los 100 XyZ R+y+z
maxterms: 1 para la variable 101 X§z eyt
complementada y 0 para la B

. . 110 Xyz X+y+2Z
variable sin complementar
111 Xyz X+y+z
Electrénica Digital — Fundamentos de disefio digital
/ P —,

Mintermsy maxterms
o]

> Dado un conjunto n de variables x,,...X, existen 2"
mintermsy 2" maxterms posibles

Xyz
000
001

3
3
ul
=
=z
o

010
011
100
101
110

o O B O O O O o

R N = T = T = T = SN

N~ o o0 A W N B O
O o o o o r»r o o
N - N e T

111
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&y o,
Desarrollo de Shannon
]

» Cualquier funcién de n variables puede obtenerse como
suma de minterms o producto de maxterms.

> En el caso més sencillo de una sola variable:
f(X)=x-f(0)+x-f(1)

» Para n variables:

F(Xgse e Xiseees X)) =X F (X ey 0y X ) HX5 - F (X0 140, X)

Electrénica Digital — Fundamentos de disefio digital
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Desarrollo de Shannon
]

> Teorema de Shannon (primera forma): toda
funcién de conmutacion puede expresarse como suma
anica de minterms.

Demostracion: dada F(x,,..., X,), segun lo anterior:

F(Xqy,. %) =X 'F(0,.... X )%, -F(,....X,)=
= X;%'F(0,0,...,%,)+X; %>:F(0,1,...,X,) +
+X; %' F(1,0,..., %) +X; X' F(1,1,...,X,)=...

.= X7 Xy’ F(0,0,...,0) ... 4%y ... X' F(1,1,...,1)

Electrénica Digital — Fundamentos de disefio digital
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S ugrpmsen,
Desarrollo de Shannon
]

> f(xy,z,u)=xm(0,2,3,6,9,12,15)
=XyZU+XyZU+XyZU+XyZU+XyZU+XyzZo+Xyzu

xyzu | f Xyzu f
0 | 0000 | 1 8 | 1000 0
1] 0001 | O 9 | 1001 1
2| 0010 | 1 10| 1010 0
3 | 0011 1 11| 1011 0
4 | 0100 0 12| 1100 1
5 | 0101 0 13| 1101 0
6 | 0110 1 14 | 1110 0
7 | 0111 0 15| 1111 1
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Desarrollo de Shannon
]

» Cualquier funcion de n variables puede obtenerse como
suma de minterms o producto de maxterms.

> En el caso mas sencillo de una sola variable:

fO)=[x+F(O)] -[x+(1)]

» Para n variables:

F(XgeeXise s X)) =D HF (X, 05 XD DGHF (X0, LX)

Electrénica Digital — Fundamentos de disefio digital
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S ugrpmsen,
Desarrollo de Shannon
]

» Teorema de Shannon (segunda forma): toda
funcibn de conmutacion puede expresarse como
producto Unico de maxterms.

Demostracion: dada F(x,,..., X,), segun lo anterior:

F(XgsX0)=[%+F(O,... X )] X -F(L,.... %) 1=
= [X#%,+F(0,0,....x)] -[%; +%,+F(0,1,....X,)] -
X ++F(1,0,... . x)] X+ +F(L,,... X )] =
o= X+, HF(0,0,...,0)] - X+ X FR(LLD,, L, )]

Electrénica Digital — Fundamentos de disefio digital
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Desarrollo de Shannon
]

> f(xy,z,u)=11M(1,4,5,7,8,10,11,13,14)=(x+ y+ z+ ) (x+ y+ z+ U) (X+ y+ z+ 0)-

(P ZHU) (R Y+ ZH U)o Y+ 2+ U) (G Y+ 24 0) (6 Y+ 2+ T) (X 5+ 24 )

xyzu | f Xyzu f
0 | 0000 | 1 8 | 1000 0
1] 0001 | O 9 | 1001 1
2| 0010 | 1 10 | 1010 0
3 | 0011 1 11| 1011 0
4 | 0100 0 12 | 1100 1
5 | 0101 0 13| 1101 0
6 | 0110 1 14 | 1110 0
7 | 0111 0 15| 1111 1

Electronica Digital — Fundamentos de disefio digital
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®En atn

Desarrollo de Shannon

> f(xy,z,u)==m(0,2,3,6,9,12,15) = [IM(1,4,5,7,8,10,11,13,14)

7 puertas j} f opuenas’
= D
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Adyacencias
< ]

» Adyacencia: término producto en el que no aparecen todas las
variables involucradas en una determinada funcién.

> Indice de un minterm: nimero de unos en la representacion
vectorial de dicho minterm.

> 2 minterms de las mismas variables forman una adyacencia de
primer orden si ambos contienen las mismas variables salvo en
una posicion
XyZU+ XyzU = Xyu 0000+0010=00-0
Por tanto, es necesario que sus indices difieran en 1 para formar
una adyacencia de primer orden.

Electrénica Digital — Fundamentos de disefio digital
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S ugrpmsen,
Adyacencias
< ]

» 2 adyacencias de primer orden forman una adyacencia de
segundo orden si ambas contienen las mismas variables salvo
en una posicion

YU+ XyU=X0 00-0+01-0=0--0

» Dada una funcién como suma de minterms, las adyacencias puede
emplearse para simplificar su realizacion

f(x,y,z,u)=2m(0,2,4,6,9,13,15)

Electrénica Digital — Fundamentos de disefio digital
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Funciones incompletamente especificadas

> Se habla de funciones incompletamente especificadas
cuando es indiferente la salida que se asigne a ciertos simbolos
de entrada (simbolos que nunca se van a presentar, no son

posibles, etc.). xyzu | f xyzu | f
0| o000 | - 8 | 1000 | 1
1| 0001 | O 9| 1001 | O
f(x,y,z,u)==m(2,3,4,7,8,12,14) + d(0,13,15)
2| 0010 | 1 10| 1010 | ©
30011 | 1 11| 1011 | ©
f(xy,z,u)=ITM(1,5,6,9,11) - d(0,13,15)
410100 | 1 12| 1100 | 1
5| 0101 | 0 13| 1101 | -
6| 0110 | 0 14| 1110 | 1
710111 | 1 15 1111 | -

Electronica Digital — Fundamentos de disefio digital
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do Doanalls.
Bty Dolity

Mapas de Karnaugh
< ]

» Existen diferentes maneras de representar funciones de
conmutacion:
v tablas verdad
v expresiones algebraicas
v suma de minterms o producto de maxterms
v diagramas de Venn
v hipercubos
v mapas de Karnaugh

» Mapas de Karnaugh: representacion ordenada de los diagramas
de Venn, Utiles para representacion y minimizacion de funciones
de pocas variables.
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Mapas de Karnaugh

do Doanalls.
Bty Dolity

z z
ST N
Zu
Xy ‘ 00 ‘ o | 1| 10
— 00 0 1 3 2 >y
X
01 4 5 7 6
y
u 12 13 15 14
X
10 8 0 u 10 >y
N S~ NS
u u u
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8 ygrpme
Mapas de Karnaugh
< ]

S0 1 00 01 11 10
X
0 0
1 1
zuw
Xy% 00‘ o] 1 10‘ xyw 000 ‘ 001 ‘ o11 | ot | 110 ‘ m ‘ 101 ‘ 100
00
00 1] 1 3 2 6 7 5 4
o1 01
8 9 11 10 14 15 13 12
11 n
24 5 7 26 0. 1 29 28
10 10
16 17 19 18| 22 23 21 20
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Mapas de Karnaugh

» Representacion de funciones de conmutacion

f(x,y,z,u)==m(2,3,4,6,8,12,14) + d(0,13,15)
Zu

Xy oo‘ 01‘ 11‘ 10
00 - 1 1
01 1 1
1 1 - - 1
10 1
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®En atn

Mapas de Karnaugh

> Sintesis de funciones de conmutacién

ZU
| 00 01‘ 1| 10 )
/ XZ
- ﬁ \W
/ yzu
01 1
/ qu
/
R —— XZU
10 1 f(X,Y,Z,U)=Xz+ yzu+ xzu=

= Xz+Xyu+Xzu
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Mapas de Karnaugh

> Sintesis de funciones de conmutacién

xyg 00 01‘ 1| 10

oG
I R E—— '/ !
o \Y _
/ yu
1

f(x.y,z,u)=xy+xzu+yu
\
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S agrpmme.
Mapas de Karnaugh
< ]

» Sintesis de funciones de conmutacion
v Identificar todas las adyacencias de mayor orden posible en el mapa
de Karnaugh de la funcion

v Todos los unos de la funciéon han de estar incluidos en, al menos, una
de las adyacencias

v No es necesario incluir las indiferencias, pero pueden aprovecharse
para identificar adyacencias de mayor orden

v Utilizando las adyacencias identificadas, la funcién se puede expresar
como suma de las mismas
> Para una realizacién minima, es necesario incluir en primer lugar
las adyacencias esenciales (incluyen algin 1 no cubierto por
ninguna otra adyacencia)

Electrénica Digital — Fundamentos de disefio digital
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Mapas de Karnaugh

> Sintesis de funciones de conmutacién

2u
.| 00 01‘ 1| 10 )
/ XZ  ESENCIAL
00 ﬁ\lv
. YZ2U  NO ESENCIAL
01 @7
.~ XU NOESENCIAL
P
11 -
— ESENCIAL
L
10 U f(X,y,z,u)=xz+yzu+xzu=

= XZ+Xyu+Xzu
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®En atn

Mapas de Karnaugh

> Sintesis de funciones de conmutacién

zu
| 00 01‘ 1| 10
00 0 |, x+z+tU
.@D s y+U
\
ot ~ | . ytz+u
I
11 (D\\\, X+y+z
10 fOxy,Zu)= (x+ z+ U) (x+y+ U) (x+y+2)
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Mapas de Karnaugh

> Sintesis multifuncional
f(x,y,z,u)=2m(1,3,5,7,10,11,14,15) o(x,y,z,u)=2m(1,5,10,12,13,14,15)

U

Xy 00| 01| 11 10

ZU
Xy oo‘

00 00

01‘ 11‘ 10
A | el A
o1 \\1\_,/;/ 01 \\f/
m 1

N

11

1 <:E:: 1 :Zii?
. 9

Electrénica Digital — Fundamentos de disefio digital

10




®En atn

Mapas de Karnaugh

> Sintesis multifuncional
f(x,y,z,u)==m(1,3,5,7,10,11,14,15) o(x,y,z,u)==m(1,5,10,12,13,14,15)

ZU ZU
Xy oo‘ 01‘ 11‘ 10 x| 00| o1 1| 10

w (1) ) o 1)
01 \1/ 01 ﬁ
1 &#m 11(L1®
W —TrR Ty 9
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Mapas de Karnaugh

» Sintesis incluyendo variables: los mapas de Karnaugh de n
variables permiten trabajar con funciones de méas de n variables

Zu .
Xy OO‘ 01‘ 11‘ 10 X 00 01 11 10

0| - 11 0 %’@
B ONIE

oG O
Yl o1

un ! - 1/ o
0 Z ZPu
10 ©/ 1 Z+u 1
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Minimizacion
o ]
» Es importante implementar los sistemas digitales con el minimo
hardware posible:
v velocidad
v coste
v consumo
v capacidad de integracion
» La sintesis de realizaciones minimas con mapas de Karnaugh
se hace muy compleja para funciones de 5 0 mas variables.
» Es necesario disponer de procedimientos para la sintesis minima
de funciones de conmutacion.

» Estos procedimientos pueden emplearse en herramientas
automaticas.
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Minimizacion
]

> La realizacion minima busca dos factores fundamentales:

v velocidad: utilizando puertas de caracteristicas similares, el circuito
mas rapido correspondera al que incluya menos niveles légicos

v coste: el circuito de menor coste sera aquel con menor nimero de
puertas, y a igualdad de puertas, el que requiera menos conexiones

» Los procedimientos para la sintesis minima con mas de dos
niveles son muy complejos, con lo que nos limitaremos a la
sintesis con dos niveles (AND-OR y OR-AND).

» Para sintesis de dos niveles logicos, la realizacion minima se
considerara la de menor coste, segun la definicion anterior.
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Minimizacion (Quine-McCluskey)
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» Procedimiento basado en la busqueda sistematica de adyacencias
de una funcion de conmutacion:
v implicante: minterm o adyacencia incluidos en una funcién
(el que aquéllos valgan 1 para un cierto simbolo de entrada
implica que la funcién también vale 1 para el mismo simbolo
de entrada)

v implicantes primos: implicante que no estd incluido en
ningun otro implicante de orden superior.

v cualquier realizacion minima de una funcion de conmutacion
solo incluye implicantes primos.
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Minimizacion (Quine-McCluskey)
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» El procedimiento se resumen en:

v se construye una tabla con los minterms que componen la funcion,
agrupados por su indice, en la que se buscan todas las adyacencias
posibles de primer orden, comparando el grupo de un indice con el
siguiente

v las adyacencias de primer orden se agrupan en una nueva tabla
segun su indice, buscandose asi las adyacencias de segundo orden

v este proceso se repite para las adyacencias de orden creciente, hasta
llegar a las adyacencias del mayor orden posible

v todas las adyacencias o minterms no incluidos en alguna otra de
orden superior constituyen los implicantes primos

v se construye una tabla de implicantes para seleccionar el minimo
namero posible de implicantes primos que cubren todos los minterms
de la funcion
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» El procedimiento puede aplicarse a la sintesis de funciones
incompletamente especificadas:

v se realiza como se ha descrito anteriormente, pero incluyendo
también las indiferencias en los minterms a cubrir

v finalmente se descartan aquellos implicantes primos que Unicamente
cubran indiferencias de la funcion
» También puede aplicarse a la sintesis multifuncional (varias
funciones aprovechan términos comunes en su implementacion):

v se realiza el procedimiento incluyendo todos los minterms implicados
en las diferentes funciones

v en la tabla de implicantes final se exige que se cubran los minterms
para cada una de las funciones a sintetizar

Electrénica Digital — Fundamentos de disefio digital

&% -
Minimizacion (Quine-McCluskey)
-]

» Ejemplo: f(x,y,zu)=xm(0,1,2,3,7,9,11,13,14)

indice| minterm
ol o v 01| v 0-1-2-3(1,2)| b
N 0-2()| v 1-3-9-11(2,8)| a
. 13Q2)| v
1z o 1-98)| v
9 v 23| v
517 3.7(4)| d
U 3-11(8)| v
13 9-11(2)| v
14 e 9-13(4)| ¢
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Minimizacion (Quine-McCluskey)
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» Ejemplo: f(xy,zu)=xm(0,1,2,3,7,9,11,13,14)

J~/J~/~/~/~/J~/

0 1 2 3 9 11 13 14
\/a_ . .
\/b ° °
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f(x,y,z,u)=a+b+c+d+e=yu+Xy+xzu+ xzu+ xyzl
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